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Votazione

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Studiare massimi e minimi assoluti della funzione

f(x, y) = (y − x)xy

nel triangolo di vertici (0, 0) (1, 0) e (0, 1).

2) Risolvere la seguente equazione differenziale

x2y′′ + xy′ − y = 1.

3) Calcolare la lunghezza del tratto di curva y2 = 4x3 compreso tra i punti (0, 0) e
(2, 4

√
2).



Svolgimento

1) Poichè la funzione risulta continua in un insieme compatto, dal Teorema di Weier-
strass sicuramente esistono il massimo ed il minimo assoluti. Determiniamo i
punti critici, si ha 

∂f
∂x

= −2xy + y2

∂f
∂y

= 2xy − 2x2.

Risolvendo il sistema del gradiente uguagliato a zero si ottiene come unica
soluzione il punto (0, 0). La soluzione peró non si puó accettare in quanto il
punto non é interno. Pertanto non ci sono punti critici all’interno del tringolo.
Studiamo allora la frontiera che risulta composta dai lati del triangolo. I
segmenti sono dati dai punti
(x, 0) con 0 ≤ x ≤ 1
(0, y) con 0 ≤ y ≤ 1
(x, 1− x) con 0 ≤ x ≤ 1. Nei primi due segmenti la funzione assume sempre
il valore 0. Per quanto riguarda l’ultimo segmento si ha

f(x, 1− x) = 2x3 − 3x2 + x.

Dallo studio della derivata

f ′ = 6x2 − 6x + 1

si ottengono i punti critici

x = 0, x =
3±

√
3

6
, x = 1

e quindi i punti

(0, 1), (
3−

√
3

6
,
3 +

√
3

6
), (

3 +
√

3

6
,
3−

√
3

6
)(1, 0).

In conclusione si ha

f(1, 0) = f(0, 1) = 0, f(
3−

√
3

6
,
3 +

√
3

6
) =

√
3

18
, f((

3 +
√

3

6
,
3−

√
3

6
) = −

√
3

18

e quindi il massimo risulta e il minimo.

2) Si tratta di un’equazione differenziale lineare a coefficienti non costanti equidi-
mensionale di Eulero. Studiamo l’omogenea associata

x2y′′ + xy′ − y = 0.



Eseguendo la sostituzione x = ez si ottiene l’equazione differenziale a coeffici-
enti costanti

y′′ − y = 0

il cui integrale generale risulta

C1e
z + C2e

−z

cioé

C1x + C2
1

x
.

Determiniamo ora una soluzione particolare del tipo

y(x) = v1y1 + v2y2

con il metodo della variazione delle costanti. La matrice Wronskiana diventa

W =

 x 1
x

1 − 1
x2


il cui determinante vale esattamente − 2

x
. Per cui si ottiene

v1(x) =

∫
1

2

1

x2
dx = − 1

2x

e

v2(x) = −
∫

1

2
dx = −1

2
x.

Quindi un integrale particolare risulta essere

y(x) = v1y1 + v2y2 = − 1

2x
x +

1

x
(−1

2
x) = −1.

In conclusione l’integrale generale dell’equazione differenziale è dato da

y(x) = C1x + C2
1

x
− 1.

3) Una parametrizzazione della curva è data da{
x(t) = t
y(t) = 2t3/2



con t ∈ [0, 2]. Dalla definizione di lunghezza di una curva si ha

L =

∫ 2

0

√
1 + 9tdt

=
1

9

∫ 2

0

9
√

1 + 9tdt =
1

9

[
(1 + 9t)3/2

3/2

]2

0

=
1

9

2

3
(193/2 − 1) =

2

27
(19
√

19− 1).


