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Cognome Nome

Anno di corso Matricola

Votazione

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Trovare una funzione f ∈ C1(IR) con f(x) > 0 tale che la forma differenziale
lineare

ω = xf(x)y2dx− y log f(x)dy

sia esatta in IR2 e calcolare la funzione potenziale che si annulla in (0, 1). Si
calcoli poi ∫

γ

ω

dove γ é una curva generalmente regolare qualsiasi che congiunge A = (0, 1) e
B = (1, 2) orientata da A a B.

2) Trovare la soluzione del problema di Cauchy
y′′ + 4y =

1

cos 2x
y(0) = 0
y′(0) = 1.

3) Calcolare l’integrale doppio ∫ ∫
D

√
x2 − y2dxdy

dove D è il sottoinsieme del semipiano x > 0 delimitato dalle curve di
equazioni x2 − y2 = 1, x2 − y2 = 2, y = −1

2
x, y = 1

2
x.



Svolgimento

1) Poiché f ∈ C1(IR) le funzioni X = xf(x)y2 e Y = −y log f(x) sono di classe
C1(IR2) che é un insieme convesso. Pertanto é sufficiente imporre che la forma
sia chiusa cioé

X ′y = Y ′x.

Deve allora risultare

2yxf(x) = −yf
′(x)

f(x)
.

Questo é immediato nei punti del tipo (x, 0) mentre se y 6= 0 la funzione
f deve verificare la condizione

2xf(x) = −f
′(x)

f(x)
⇔ 2x = − f

′(x)

f 2(x)
.

Integrando otteniamo

x2 +K =
1

f(x)
⇔ f(x) =

1

x2 +K

e poiché f ∈ C1(IR) dovrá risultare K > 0. Ponendo per esempio K = 1 la
forma differenziale diventa

ω =
xy2

x2 + 1
dx− y log

1

x2 + 1
dy.

Per calcolare il potenziale F scriviamo

∂F

∂x
=

xy2

x2 + 1

da cui

F =
y2

2
log(x2 + 1) + g(y)

ed essendo
∂F

∂y
= y log(x2 + 1) + g′(y) = −y log

1

x2 + 1

si ricava
g′(y) = 0⇔ g(y) = C

e quindi

F (x, y) =
y2

2
log(x2 + 1) + C.

Imponendo il passaggio per il punto (0, 1) si ottiene facilmente C = 0.

Per calcolare l’integrale richiesto, é sufficiente applicare la formula:∫
γ

ω = F (1, 2)− F (0, 1) = 2 log 2.



2) Calcoliamo l’integrale generale dell’equazione omogenea associata y′′+4y = 0. Si
ha immediatamente

y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x.

Per determinare una soluzione particolare utilizziamo il metodo della vari-
azione delle costanti. Il determinante della matrice Wronskiana é uguale a 2
mentre le funzioni v1 e v2 sono date da

v1 =

∫
−sin 2x

2

1

cos 2x
dx =

1

4
log | cos 2x|

e

v2 =

∫
cos 2x

2

1

cos 2x
dx =

x

2
.

Una soluzione particolare é quindi data da

y =
1

4
log | cos 2x| cos 2x+

x

2
sin 2x.

La soluzione generale é quindi data da

y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x+
1

4
log | cos 2x| cos 2x+

x

2
sin 2x.

Imponendo le condizioni iniziali si ha immediatamente C1 = 0 e C2 = 1
2
.

3) Eseguiamo il cambiamento di variabili
y

x
= u, x2 − y2 = v.

Da queste si ottiene

x =

√
v√

1− u2
, y =

u
√
v√

1− u2
.

Lo jacobiano vale

−1

2

1

1− u2
.

Pertanto , tenendo conto che nel dominio trasformato 1− u2 é positivo, si ha∫ ∫
D

√
x2 − y2dxdy =

1

2

∫ ∫
D′

√
v

1− u2
dudv

=
1

2

∫ 1/2

−1/2

1

1− u2
du

∫ 2

1

√
vdv =

1

3
(2
√

2− 1)

∫ 1/2

−1/2

1

1− u2
du

=
1

3
(2
√

2− 1)

∫ 1/2

−1/2

(
1

2(1− u)
+

1

2(1 + u)

)
du

=
1

6
(2
√

2− 1) [log(1 + u)− log(1− u)]
1/2
−1/2

=
1

6
(2
√

2− 1)

[
log

1 + u

1− u

]1/2

−1/2

=
log 3

3
(2
√

2− 1).
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Trovare una funzione f ∈ C1(IR) con f(x) > 0 tale che la forma differenziale
lineare

ω = xf(x)y2dx− y log f(x)dy

sia esatta in IR2 e calcolare la funzione potenziale che si annulla in (0, 1). Si
calcoli poi ∫

γ

ω

dove γ é una curva generalmente regolare qualsiasi che congiunge A = (0, 1) e
B = (1, 2) orientata da A a B.

2) Trovare la soluzione del problema di Cauchy
y′′ + 9y =

1

cos 3x
y(0) = 0
y′(0) = 1.

3) Calcolare l’integrale doppio ∫ ∫
D

√
x2 − y2dxdy

dove D è il sottoinsieme del semipiano x > 0 delimitato dalle curve di
equazioni x2 − y2 = 2, x2 − y2 = 3, y = −1

3
x, y = 1

3
x.



Svolgimento

1) Poiché f ∈ C1(IR) le funzioni X = xf(x)y2 e Y = −y log f(x) sono di classe
C1(IR2) che é un insieme convesso. Pertanto é sufficiente imporre che la forma
sia chiusa cioé

X ′y = Y ′x.

Deve allora risultare

2yxf(x) = −yf
′(x)

f(x)
.

Questo é immediato nei punti del tipo (x, 0) mentre se y 6= 0 la funzione
f deve verificare la condizione

2xf(x) = −f
′(x)

f(x)
⇔ 2x = − f

′(x)

f 2(x)
.

Integrando otteniamo

x2 +K =
1

f(x)
⇔ f(x) =

1

x2 +K

e poiché f ∈ C1(IR) dovrá risultare K > 0. Ponendo per esempio K = 1 la
forma differenziale diventa

ω =
xy2

x2 + 1
dx− y log

1

x2 + 1
dy.

Per calcolare il potenziale F scriviamo

∂F

∂x
=

xy2

x2 + 1

da cui

F =
y2

2
log(x2 + 1) + g(y)

ed essendo
∂F

∂y
= y log(x2 + 1) + g′(y) = −y log

1

x2 + 1

si ricava
g′(y) = 0⇔ g(y) = C

e quindi

F (x, y) =
y2

2
log(x2 + 1) + C.

Imponendo il passaggio per il punto (0, 1) si ottiene facilmente C = 0. Per
calcolare l’integrale richiesto, é sufficiente applicare la formula:∫

γ

ω = F (1, 2)− F (0, 1) = 2 log 2.



2) Calcoliamo l’integrale generale dell’equazione omogenea associata y′′+9y = 0. Si
ha immediatamente

y = C1 cos 3x+ C2 sin 3x.

Per determinare una soluzione particolare utilizziamo il metodo della vari-
azione delle costanti. Il determinante della matrice Wronskiana é uguale a 3
mentre le funzioni v1 e v2 sono date da

v1 =

∫
−sin 3x

3

1

cos 3x
dx =

1

9
log | cos 3x|

e

v2 =

∫
cos 3x

3

1

cos 3x
dx =

x

3
.

Una soluzione particolare é quindi data da

y =
1

9
log | cos 3x| cos 3x+

x

3
sin 3x.

La soluzione generale é quindi data da

y = C1 cos 3x+ C2 sin 3x+
1

9
log | cos 3x| cos 3x+

x

3
sin 3x.

Imponendo le condizioni iniziali si ha immediatamente C1 = 0 e C2 = 1
3
.

3) Eseguiamo il cambiamento di variabili
y

x
= u, x2 − y2 = v.

Da queste si ottiene

x =

√
v√

1− u2
, y =

u
√
v√

1− u2
.

Lo jacobiano vale

−1

2

1

1− u2
.

Pertanto , tenendo conto che nel dominio trasformato 1− u2 é positivo, si ha∫ ∫
D

√
x2 − y2dxdy =

1

2

∫ ∫
D′

√
v

1− u2
dudv

=
1

2

∫ 1/3

−1/3

1

1− u2
du

∫ 3

2

√
vdv =

1

3
(3
√

3− 2
√

2)

∫ 1/3

−1/3

1

1− u2
du

=
1

3
(3
√

3− 2
√

2)

∫ 1/3

−1/3

(
1

2(1− u)
+

1

2(1 + u)

)
du

=
1

6
(3
√

3− 2
√

2) [log(1 + u)− log(1− u)]
1/3
−1/3

=
1

6
(3
√

3− 2
√

2)

[
log

1 + u

1− u

]1/3

−1/3

=
log 2

3
(3
√

3− 2
√

2).
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Votazione

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Trovare una funzione f ∈ C1(IR) con f(x) > 0 tale che la forma differenziale
lineare

ω = xf(x)y2dx− y log f(x)dy

sia esatta in IR2 e calcolare la funzione potenziale che si annulla in (0, 1). Si
calcoli poi ∫

γ

ω

dove γ é una curva generalmente regolare qualsiasi che congiunge A = (0, 1) e
B = (1, 2) orientata da A a B.

2) Trovare la soluzione del problema di Cauchy
y′′ + 4y =

1

sin 2x
y(π

4
) = 0

y′(π
4
) = 1.

3) Calcolare l’integrale doppio ∫ ∫
D

3
√
x2 − y2dxdy

dove D è il sottoinsieme del semipiano x > 0 delimitato dalle curve di
equazioni x2 − y2 = 3, x2 − y2 = 4, y = −1

4
x, y = 1

4
x.



Svolgimento

1) Poiché f ∈ C1(IR) le funzioni X = xf(x)y2 e Y = −y log f(x) sono di classe
C1(IR2) che é un insieme convesso. Pertanto é sufficiente imporre che la forma
sia chiusa cioé

X ′y = Y ′x.

Deve allora risultare

2yxf(x) = −yf
′(x)

f(x)
.

Questo é immediato nei punti del tipo (x, 0) mentre se y 6= 0 la funzione
f deve verificare la condizione

2xf(x) = −f
′(x)

f(x)
⇔ 2x = − f

′(x)

f 2(x)
.

Integrando otteniamo

x2 +K =
1

f(x)
⇔ f(x) =

1

x2 +K

e poiché f ∈ C1(IR) dovrá risultare K > 0. Ponendo per esempio K = 1 la
forma differenziale diventa

ω =
xy2

x2 + 1
dx− y log

1

x2 + 1
dy.

Per calcolare il potenziale F scriviamo

∂F

∂x
=

xy2

x2 + 1

da cui

F =
y2

2
log(x2 + 1) + g(y)

ed essendo
∂F

∂y
= y log(x2 + 1) + g′(y) = −y log

1

x2 + 1

si ricava
g′(y) = 0⇔ g(y) = C

e quindi

F (x, y) =
y2

2
log(x2 + 1) + C.

Imponendo il passaggio per il punto (0, 1) si ottiene facilmente C = 0.

Per calcolare l’integrale richiesto, é sufficiente applicare la formula:∫
γ

ω = F (1, 2)− F (0, 1) = 2 log 2.



2) Calcoliamo l’integrale generale dell’equazione omogenea associata y′′+4y = 0. Si
ha immediatamente

y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x.

Per determinare una soluzione particolare utilizziamo il metodo della vari-
azione delle costanti. Il determinante della matrice Wronskiana é uguale a 2
mentre le funzioni v1 e v2 sono date da

v1 =

∫
−sin 2x

2

1

sin 2x
dx = −x

2
e

v2 =

∫
cos 2x

2

1

sin 2x
dx =

1

4
log | sin 2x|.

Una soluzione particolare é quindi data da

y = −x
2

cos 2x+
1

4
log | sin 2x| sin 2x.

La soluzione generale é quindi data da

y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x+
1

4
log | sin 2x| sin 2x− x

2
cos 2x.

Imponendo le condizioni iniziali si ha immediatamente C2 = 0 e C1 = π−4
4
.

3) Eseguiamo il cambiamento di variabili
y

x
= u, x2 − y2 = v.

Da queste si ottiene

x =

√
v√

1− u2
, y =

u
√
v√

1− u2
.

Lo jacobiano vale

−1

2

1

1− u2
.

Pertanto , tenendo conto che nel dominio trasformato 1− u2 é positivo, si ha∫ ∫
D

√
x2 − y2dxdy =

1

2

∫ ∫
D′

√
v

1− u2
dudv

=
1

2

∫ 1/4

−1/4

1

1− u2
du

∫ 4

3

√
vdv =

1

3
(8− 3

√
3)

∫ 1/4

−1/4

1

1− u2
du

=
1

3
(8− 3

√
3)

∫ 1/4

−1/4

(
1

2(1− u)
+

1

2(1 + u)

)
du

=
1

6
(8− 3

√
3) [log(1 + u)− log(1− u)]

1/4
−1/4

=
1

6
(8− 3

√
3)

[
log

1 + u

1− u

]1/4

−1/4

=
log 5/3

3
(8− 3

√
3).
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Cognome Nome
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Votazione

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Trovare una funzione f ∈ C1(IR) con f(x) > 0 tale che la forma differenziale
lineare

ω = xf(x)y2dx− y log f(x)dy

sia esatta in IR2 e calcolare la funzione potenziale che si annulla in (0, 1). Si
calcoli poi ∫

γ

ω

dove γ é una curva generalmente regolare qualsiasi che congiunge A = (0, 1) e
B = (1, 2) orientata da A a B.

2) Trovare la soluzione del problema di Cauchy
y′′ + 9y =

1

sin 3x
y(π

6
) = 0

y′(π
6
) = 1.

3) Calcolare l’integrale doppio ∫ ∫
D

3
√
x2 − y2dxdy

dove D è il sottoinsieme del semipiano x > 0 delimitato dalle curve di
equazioni x2 − y2 = 4, x2 − y2 = 5, y = −1

5
x, y = 1

5
x.



Svolgimento

1) Poiché f ∈ C1(IR) le funzioni X = xf(x)y2 e Y = −y log f(x) sono di classe
C1(IR2) che é un insieme convesso. Pertanto é sufficiente imporre che la forma
sia chiusa cioé

X ′y = Y ′x.

Deve allora risultare

2yxf(x) = −yf
′(x)

f(x)
.

Questo é immediato nei punti del tipo (x, 0) mentre se y 6= 0 la funzione
f deve verificare la condizione

2xf(x) = −f
′(x)

f(x)
⇔ 2x = − f

′(x)

f 2(x)
.

Integrando otteniamo

x2 +K =
1

f(x)
⇔ f(x) =

1

x2 +K

e poiché f ∈ C1(IR) dovrá risultare K > 0. Ponendo per esempio K = 1 la
forma differenziale diventa

ω =
xy2

x2 + 1
dx− y log

1

x2 + 1
dy.

Per calcolare il potenziale F scriviamo

∂F

∂x
=

xy2

x2 + 1

da cui

F =
y2

2
log(x2 + 1) + g(y)

ed essendo
∂F

∂y
= y log(x2 + 1) + g′(y) = −y log

1

x2 + 1

si ricava
g′(y) = 0⇔ g(y) = C

e quindi

F (x, y) =
y2

2
log(x2 + 1) + C.

Imponendo il passaggio per il punto (0, 1) si ottiene facilmente C = 0.

Per calcolare l’integrale richiesto, é sufficiente applicare la formula:∫
γ

ω = F (1, 2)− F (0, 1) = 2 log 2.



2) Calcoliamo l’integrale generale dell’equazione omogenea associata y′′+9y = 0. Si
ha immediatamente

y = C1 cos 3x+ C2 sin 3x.

Per determinare una soluzione particolare utilizziamo il metodo della vari-
azione delle costanti. Il determinante della matrice Wronskiana é uguale a 3
mentre le funzioni v1 e v2 sono date da

v1 =

∫
−sin 3x

3

1

sin 3x
dx = −x

3
e

v2 =

∫
cos 3x

3

1

sin 3x
dx =

1

9
log | sin 3x|.

Una soluzione particolare é quindi data da

y = −x
3

cos 3x+
1

9
log | sin 3x| sin 3x.

La soluzione generale é quindi data da

y = C1 cos 3x+ C2 sin 3x+
1

9
log | sin 3x| sin 3x− x

3
cos 3x.

Imponendo le condizioni iniziali si ha immediatamente C2 = 0 e C1 = π−6
9
.

3) Eseguiamo il cambiamento di variabili
y

x
= u, x2 − y2 = v.

Da queste si ottiene

x =

√
v√

1− u2
, y =

u
√
v√

1− u2
.

Lo jacobiano vale

−1

2

1

1− u2
.

Pertanto , tenendo conto che nel dominio trasformato 1− u2 é positivo, si ha∫ ∫
D

√
x2 − y2dxdy =

1

2

∫ ∫
D′

√
v

1− u2
dudv

=
1

2

∫ 1/5

−1/5

1

1− u2
du

∫ 5

4

√
vdv =

1

3
(5
√

5− 8)

∫ 1/5

−1/5

1

1− u2
du

=
1

3
(5
√

5− 8)

∫ 1/5

−1/5

(
1

2(1− u)
+

1

2(1 + u)

)
du

=
1

6
(5
√

5− 8) [log(1 + u)− log(1− u)]
1/5
−1/5

=
1

6
(5
√

5− 8)

[
log

1 + u

1− u

]1/5

−1/5

=
log 3/2

3
(5
√

5− 8).


