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Cognome Nome

Anno di corso Matricola

Votazione

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Sia D il disco unitario di centro il punto (0,0). Calcolare gli integrali curvilinei

/(38””3 —y)dx + (z + 4¢¥)dy

5

dzr + dy
/7 r? + y? x? + y?
dove v é la frontiera di D.

2) Trovare la soluzione del problema di Cauchy

1
y'+4y =
cos 2z
y(0) =
y'(0)=1

3) Calcolare I'integrale doppio

// Va2 — y2dxdy
D

dove D ¢ il sottoinsieme del semipiano x > 0 delimitato dalle curve di
equazioni z? —y? =1, 22 —¢y? =2, y = -1z, y =1z



Svolgimento

1) Per quanto riguarda il primo integrale possiamo applicare le formule di Green e
ottenere
/(369”3 —y)dx + (x + 4e¥" )dy = // 2dxdy = 2.
gl D
Per quanto riguarda il secondo integrale non sono soddisfatte le ipotesi delle
formule di Green. La forma differenziale lineare
W= n dex+ o dey

é il classico esempio di forma differenziale chiusa non esatta e parametrizzando
la curva si ottiene facilmente 27.

2) Calcoliamo 'integrale generale dell’equazione omogenea associata y” +4y = 0. Si
ha immediatamente
y = C cos2x + Cysin 2.

Per determinare una soluzione particolare utilizziamo il metodo della vari-
azione delle costanti. Il determinante della matrice Wronskiana é uguale a 2
mentre le funzioni v; e v, sono date da

sin2x 1 1
v / 2 cos2x v 4 og | cos 2]

/ cos2x 1 T
= dr = —.
2 cos2x 2

Una soluzione particolare ¢ quindi data da

_ 1 T
Y Zlog|cos 2| cos 2x + 581n2x.
La soluzione generale é quindi data da

1
y = Cy cos2x + Cysin 2z + 1 log | cos 2z | cos 2x + gsin 2.

Imponendo le condizioni iniziali si ha immediatamente C; =0 e Cy = %

3) Eseguiamo il cambiamento di variabili

Da queste si ottiene

uv/v

r = —— y:—

Vv
V1—u?’ 1—u?

<



Lo jacobiano vale
1 1

21 —u?

Pertanto , tenendo conto che nel dominio trasformato 1 — u? é positivo, si ha

//mdxdy— // VY e

1 —wu?

1/2 1

_ 1 d dv=—-(2v2 -1 d
2/1/21—u u/fv (\/_ >/—1/21—u2u

S RY o (. Y

= 1(2\/5 — 1) [log(1 + u) — log(1 — u)]l_/12/2

6
. 1 1/2 1
:6(2\/5—1) {logl—i_u] = 053(2\/5—1)-

—Ul g
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Votazione

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Sia D il disco unitario di centro il punto (0,0). Calcolare gli integrali curvilinei

/(210g(1 + %) — y)dz + (z + 4log(1 + y*))dy

Y

dr + dy
/V z? + y? x? + y?
dove v ¢ la frontiera di D.

2) Trovare la soluzione del problema di Cauchy

1
y' +9y =
cos 3z
y(0) =
y'(0) =1

3) Calcolare I'integrale doppio

// Va2 —y2dxdy
D

dove D ¢ il sottoinsieme del semipiano x > 0 delimitato dalle curve di
equazioni z? —y? =2, 2 —y? =3, y = 1z, y =1z



Svolgimento

1) Per quanto riguarda il primo integrale possiamo applicare le formule di Green e
ottenere

/(2 log(1 + 2?) — y)dz + (z + 4log(1 + y*))dy = // 2dxdy = 2m.
v D

Per quanto riguarda il secondo integrale non sono soddisfatte le ipotesi delle
formule di Green. La forma differenziale lineare

— x
w=— i sdr + — dy
2ty x? + y?
¢ il classico esempio di forma differenziale chiusa non esatta e parametrizzando
la curva si ottiene facilmente 2.

2) Calcoliamo 'integrale generale dell’equazione omogenea associata y”+9y = 0. Si
ha immediatamente
y = C1 cos3x + Cy sin 3.

Per determinare una soluzione particolare utilizziamo il metodo della vari-
azione delle costanti. Il determinante della matrice Wronskiana é uguale a 3
mentre le funzioni v; e v, sono date da

in 3 1 1
Ul:/_sm * d35:§10g|cos3:v|

3 cos3z

_/008395 1 do —
V2 = 3 cos3zx T

Una soluzione particolare é quindi data da

Wy

1
Y= 5 log | cos 3z| cos 3z + g sin 3.
La soluzione generale é quindi data da

1
y = Cycos3x + Cysin3x + 5 log | cos 3z| cos 3x + gsin?)x.

1

Imponendo le condizioni iniziali si ha immediatamente C7; =0 e Cy = 3

3) Eseguiamo il cambiamento di variabili

Y
S=u, -y =w.
x



Da queste si ottiene

RV
Vi T VIoa

Tr =

Lo jacobiano vale
1 1

21— 2

Pertanto , tenendo conto che nel dominio trasformato 1 — u? é positivo, si ha

/ Va? —yrdxdy = / ——dudv

D/l_

:1/1/ du/\/_d'u— ~(3V3 — 2f)/3 L

2 1/31—U2 1/31—U2

(3@—2\/_)/1/3 (2<11_u) +2(11+u))du

— 6(3\/§ — 2v/2) [log(1 4 u) — log(1 — U)]l_/f/:a

REE o
:%(3\@—2\/5) {logii_u] = ! 52(3\/3—2\/5).

~1/3
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Votazione

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Sia D il disco unitario di centro il punto (0,0). Calcolare gli integrali curvilinei

/(3 sin® x — y)dx + (v + 4cos’ y)dy
gl

dr + dy
/V z? + y? x? + y?
dove v ¢ la frontiera di D.

2) Trovare la soluzione del problema di Cauchy

1
y'+ Ay = —
i sin 2x
y(7) =0
y’(%) =1.

3) Calcolare I'integrale doppio

// a2 — y2dzdy
D

dove D ¢ il sottoinsieme del semipiano x > 0 delimitato dalle curve di
equazioni #? —y? =3, 2% —y? =4, y = —La, y = la.



Svolgimento

1) Per quanto riguarda il primo integrale possiamo applicare le formule di Green e
ottenere

/(3 sin® x — y)dx + (x + 4 cos’ y)dy = // 2dxdy = 27.
v D

Per quanto riguarda il secondo integrale non sono soddisfatte le ipotesi delle
formule di Green. La forma differenziale lineare

— x
w=— Y sdr + — dy
2ty x? + y?
¢ il classico esempio di forma differenziale chiusa non esatta e parametrizzando
la curva si ottiene facilmente 2.

2) Calcoliamo 'integrale generale dell’equazione omogenea associata y”+4y = 0. Si
ha immediatamente
y = C1 cos2x + Cy sin 2.

Per determinare una soluzione particolare utilizziamo il metodo della vari-
azione delle costanti. Il determinante della matrice Wronskiana é uguale a 2
mentre le funzioni v; e v, sono date da

B sin2x 1 dr — €T
U= 2 sn2z T T2

cos2x 1 1
- dz = ~ log | sin 2z
2 / 2 smap = g loslsin2e]

Una soluzione particolare é quindi data da
_ 1 : . x
y = —log | sin 2z|sin 2z — — cos 2x.
4 2
La soluzione generale é quindi data da

1
y = Cy cos 2z 4 Cysin 2z + 1 log | sin 22| sin 22 — gcos 2.

Imponendo le condizioni iniziali si ha immediatamente C, =0 e Cf = %‘.

3) Eseguiamo il cambiamento di variabili

Y
S=u, -y =w.
x



Da queste si ottiene

RV
Vi T VIoa

Tr =

Lo jacobiano vale
1 1

21— 2

Pertanto , tenendo conto che nel dominio trasformato 1 — u? é positivo, si ha

//mdxdy— ///1_ dudv

:%/1/ du/\/_dv— ~(8 - 3f)/4 L

gl —u? sl =
1 o 1
=3(8-3v3) /1/4 (2(1 —) 20 +U)> "
— é(S —3v/3) [log(1 +u) — log(1 — U)]l_/fm

1 1 e
_ g 3v3) [og il Z 18385,
6 T—ul 3
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Votazione

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Sia D il disco unitario di centro il punto (0,0). Calcolare gli integrali curvilinei

/(4 cos* & — y)dx + (z + 3sin® y)dy
Y

dr + dy
/V z? + y? x? + y?
dove v ¢ la frontiera di D.

2) Trovare la soluzione del problema di Cauchy

1
Y+ 9y = —
i sin 3z
y(5) =0
y(E) =1

3) Calcolare I'integrale doppio

// a2 — y2dzdy
D

dove D ¢ il sottoinsieme del semipiano x > 0 delimitato dalle curve di
equazioni z? —y? =4, 2 —y? =5, y = —Llz, y = lz.



Svolgimento

1) Per quanto riguarda il primo integrale possiamo applicare le formule di Green e
ottenere

/(4 cos’z — y)dx + (z + 3sin’y) = // 2dxdy = 2.
v D

Per quanto riguarda il secondo integrale non sono soddisfatte le ipotesi delle
formule di Green. La forma differenziale lineare

— x
w=— Y sdr + — dy
2ty x? + y?
¢ il classico esempio di forma differenziale chiusa non esatta e parametrizzando
la curva si ottiene facilmente 2.

2) Calcoliamo 'integrale generale dell’equazione omogenea associata y”+9y = 0. Si
ha immediatamente
y = C1 cos3x + Cy sin 3.

Per determinare una soluzione particolare utilizziamo il metodo della vari-
azione delle costanti. Il determinante della matrice Wronskiana é uguale a 3
mentre le funzioni v; e v, sono date da

/ sindxz 1 d €T
v = [ — rT=—=
! 3 sin3z 3

cosdr 1 1
= dr = -1 in 3x|.
2 / 3 smapt = gloslsindz

Una soluzione particolare é quindi data da

_ 1 : . x

7=y log | sin 3z | sin 3z — 5 cos 3.
La soluzione generale é quindi data da

1
y = Cy cos 3z 4 Cysin 3z + 9 log | sin 3z | sin 3z — %cos 3.

T—6

Imponendo le condizioni iniziali si ha immediatamente C, =0 e Cf = =

3) Eseguiamo il cambiamento di variabili

Y
S=u, -y =w.
x



Da queste si ottiene

RV
Vi T VIoa

Tr =

Lo jacobiano vale
1 1

21— 2

Pertanto , tenendo conto che nel dominio trasformato 1 — u? é positivo, si ha

//mdxdy— ///1_ dudv

:%/1/ du/ Vodo = (5\/5—8)/1/5 L

15 L —u? —ys L=
1 1/5 1 1
= —(5v/5-38 / ( + ) du
3( ) ~1/5 2(1—u)  2(1+u)
1
= =(5V5 = 8) [log(1 + u) — log(1 — w7,

1 1 5 1og3/2
_LlovEog) g il Z 183255 g
6 T—u_y 3




