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Cognome Nome

Anno di corso Matricola

Votazione

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Determinare, se esistono, i massimi e minimi relativi della funzione

f(z,y) = lyl(z +y —m).

Esistono massimi e minimi assoluti in IR??

1
—  dzd
//,31+x2+7ry2 ey

dove D ¢ la parte interna all’ellisse di centro l'origine e di semiassi 1 e

2) Calcolare 'integrale doppio

1
—— rispetto agli assi x e y rispettivamente.

N

3) Risolvere la seguente equazione differenziale

1 2 cos(v/2log x
Z/I/+—y'+i2_y:—(\/_2 82)
x x x

> 0.



Svolgimento

1) La funzione é definita su tutto il piano R?. T punti del tipo y = 0 sono da
studiare a parte perché annullano il valore assoluto e quindi si deve controllare
la derivabilita.

Discutendo il modulo si ottiene

flx,y) =ylx+y—m) y>0

flx,y)=—ylx+y—m) y<O0.

Calcolando il gradiente nei punti y > 0 si ha

of of

==y —=r+2y—m

ox 4 oy Y
da cui si ottiene la soluzione (m,0) che non pué essere accettata. La stessa
cosa succede per i punti y < 0.

A questo punto non rimane che studiare i punti y = 0. A tale scopo lo studio
del segno della funzione si rivela decisivo. Infatti si ha che f é nulla nei punti
delle rette y = 0 e y = —x+m, positiva nei punti del tipo y > —x+7 negativa
altrove. Si ottiene allora che i punti (z,0) con z < 7 sono punti di massimo,
i punti (z,0) con > 7 sono punti di minimo e il punto (7,0) ¢é un punto
sella. La funzione non ammette massimo e minimo assoluti poiché ad esempio
la restrizione ai punti dell’asse y fornisce

lim f(0,y) = £o0

y—+too

2) Operando il cambiamento di variabili x = pcost, y = \%gsint si ottiene
D' ={(p,t):0<0<1 e0<t<2r}, infatti il dominio 2°+my? < 1 diventa

1
o?cos’t + p’r—sin®t <1 o* < 1.
s

Poiché lo Jacobiano vale J = 2 si ha

VT

//;dxd —i// _2 4 dt—i/lid /%dt
p 1+ 22 + my? y_\/E o 1+ 02 ¢ VT )y 1+ 02 ¢ 0

1 oo T
0



3) Si tratta di un’equazione differenziale equidimensionale di Eulero, infatti molti-
plicando per 2% diventa

22y + xy' + V2y = cos(v2logx) x> 0.
Posto z = e < logx =t si ha
y' () + V2y(t) = cos(V/2t).

Considerando 1'equazione omogenea associata y” + /2y = 0 si ottiene che
I’equazione caratteristica é data da A\? + V2 =0 dacui A\ = +iv2. Le
soluzioni sono allora y = cos(v/2t), y = sin(v/2t) e l'integrale generale risulta
essere

C cos(V2t) + Cysin(V/21).

Determiniamo ora una soluzione particolare dell’equazione completa. Poiché
V/2i é soluzione dell’equazione caratteristica si devono cercare soluzioni del
tipo

y = At cos(V/2t) + Btsin(v/2t).
Eseguendo le derivate e sostituendo nell’equazione differenziale si ottiene A = 0

e B= 271\/—5 La soluzione particolare é allora data da

I
y(t) = QT\/it sin(v/2t)
cioé )
y(x) = mlogxsin({‘@logm).

Pertanto I'integrale generale é dato da

Y (x) = C cos(v2logz) + Cy sin(v/2log z) + log z sin(v/2log ).

1
2v/2
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Determinare, se esistono, i massimi e minimi relativi della funzione
fx,y) = |z|(z +y +V2).

Esistono massimi e minimi assoluti in IR??

1
————dxd
//Dl+7rx2+2y2 vy

dove D ¢ la parte interna all’ellisse di centro 'origine e di semiassi — e

N3

2) Calcolare 'integrale doppio

1
— rispetto agli assi e y rispettivamente.

V2

3) Risolvere il seguente problema di Cauchy

1 T sin(+/7 log x
y”+—y’+—2y=—(\/_2 87) 40,
T T T



Svolgimento

1) La funzione é definita su tutto il piano IR?. I punti del tipo z = 0 sono da
studiare a parte perché annullano il valore assoluto e quindi si deve controllare
la derivabilita.

Discutendo il modulo si ottiene

flay) =z@@+y+v2) >0

flz,y) = —z(z+y+V2) z<0.

Calcolando il gradiente nei punti x > 0 si ha

g=2x+y+\/§, ﬁ:x
ox dy

da cui si ottiene la soluzione (0, —v/2) che non pué essere accettata. La stessa
cosa succede per i punti z < 0.

A questo punto non rimane che studiare i punti x = 0. A tale scopo lo
studio del segno della funzione si rivela decisivo. Infatti si ha che f ¢é nulla
nei punti delle rette z = 0 e y = —z — /2, positiva nei punti del tipo
y > —x — /2 negativa altrove. Si ottiene allora che i punti (0,y) con
y > —v/2 sono punti di minimo, i punti (0,y) con y < —v/2 sono punti
di massimo e il punto (0, —\/5) ¢ un punto sella. La funzione non ammette
massimo e minimo assoluti poiché ad esempio la restrizione ai punti dell’asse
x fornisce
lim f(z,0) = +oo.

r—+o0

2) Operando il cambiamento di variabili x = \/L%QCOSt, Yy = \%Qsint si ottiene
D' ={(0t) :0<p<1 e0 <t <2} infattiil dominio ma? + 2y* <
1 diventa ] .
W;QQ cos’t + 2@25 sin?t <1« Q2 < 1.

1

Poiché lo Jacobiano vale J = Ve

o siha

//;dxd— ! // 0 odt — 1 /1 2 d/%dt
p 1+ mx? + 2y Y VT2 ,1+92Q VT2 Jo 1+Q2Q0

27 oo T s
_ do = log(1+ oA} = /= log 2.
ﬁﬁ/o T N AR \@Og



3) Si tratta di un’equazione differenziale equidimensionale di Eulero, infatti molti-
plicando per 2% diventa

22y + 2y + my = sin(v/wlogz) = > 0.

Posto z = e < logx =t si ha

y"(t) + my(t) = sin(V/t).

Considerando 'equazione omogenea associata y” + wy = 0 si ottiene che
'equazione caratteristica ¢ data da A> +7 = 0 da cui A = +i/7. Le soluzioni
sono allora y = cos(y/7t), y = sin(y/7t) e l'integrale generale risulta essere

C) cos(y/mt) + Cysin(y/7t).

Determiniamo ora una soluzione particolare dell’equazione completa. Poiché
/i é soluzione dell’equazione caratteristica si devono cercare soluzioni del
tipo

y = At cos(y/mt) + Btsin(/7t).

Eseguendo le derivate e sostituendo nell’equazione differenziale si ottiene A =

—ﬁ e B = 0. La soluzione particolare ¢é allora data da

1

Qﬁt cos(v/7t)

y(t) = —

cloé

y(r) = — 2\1/% log z cos(v/7 log ).

Pertanto l'integrale generale é dato da

Y (z) = C) cos(v/mlogz) + Cysin(v/7log z) — % log x cos(v/7 log ).
T
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Determinare, se esistono, i massimi e minimi relativi della funzione
fl@y) = lyl(=z +y +V5).
Esistono massimi e minimi assoluti in IR??

2) Calcolare 'integrale doppio

1
dxzd
//z)1+\/§x2+y2 Y

1
dove D ¢ la parte interna all’ellisse di centro 1'origine e di semiassi — e 1

V2

rispetto agli assi x e y rispettivamente.

3) Risolvere il seguente problema di Cauchy

V3 sin({‘/gloga:)
Yy=————2

xy"%—y’—i—? = . > 0.



Svolgimento

1) La funzione é definita su tutto il piano R?. T punti del tipo y = 0 sono da
studiare a parte perché annullano il valore assoluto e quindi si deve controllare
la derivabilita.

Discutendo il modulo si ottiene

flxy) =y(—z+y+V5) y>0

flz,y) = —y(—z+y+V5) y<O0.

Calcolando il gradiente nei punti y > 0 si ha

0 0
—f:—y, —f:—zv—l—Qy—l—\/g
ox dy

da cui si ottiene la soluzione (v/5,0) che non pué essere accettata. La stessa
cosa succede per i punti y < 0.

A questo punto non rimane che studiare i punti y = 0. A tale scopo lo studio
del segno della funzione si rivela decisivo. Infatti si ha che f é nulla nei punti
delle rette y = 0 e y = —+/5, positiva nei punti del tipo y > = —+/5 negativa
altrove. Si ottiene allora che i punti (z,0) con z < v/5 sono punti di minimo,
i punti (z,0) con z > /5 sono punti di massimo e il punto (/5,0) é un
punto sella. La funzione non ammette massimo e minimo assoluti poiché ad
esempio la restrizione ai punti dell’asse y fornisce

lim f(0,y) = fo0.

y—+too

2) Operando il cambiamento di variabili x = q\}—igcost, y = psint si ottiene D' =

{(0,t):0<09<1 e0<t<2r}, infattiil dominio v/22? +y?> <1 diventa

1
\/§—Q2C082t+g2sin2t <le* <1,

V2

Poiché lo Jacobiano vale J = %g si ha

// ! dzd 1// @ dodt 1/1 Qd/%dt
xr = — _— = — [
p14+v2x2+ 42 Y V2 /1+QQQ V2 Jo 1"’@2@0

1
[log(1 + ¢*)]5 = 75 1082

1
Bl 1R 72




3) Si tratta di un’equazione differenziale equidimensionale di Eulero, infatti molti-
plicando per x diventa

22y + xy' + /3y = sin(v/3logz) x > 0.
Posto z = e < logx =t si ha
y'(t) + V3y(t) = sin(V/3t).

Considerando 1'equazione omogenea associata y” + /3y = 0 si ottiene che
I’equazione caratteristica é data da A\? + V3 =0 dacui A\ = +iv3. Le
soluzioni sono allora y = cos(v/3t), y = sin(v/3t) e l'integrale generale risulta
essere

C cos(V/3t) 4 Cysin(v/3t).

Determiniamo ora una soluzione particolare dell’equazione completa. Poiché
V/3i é soluzione dell’equazione caratteristica si devono cercare soluzioni del
tipo

y = At cos(V/3t) + Btsin(v/3t).
Eseguendo le derivate e sostituendo nell’equazione differenziale si ottiene A =
——L_ e B = 0. La soluzione particolare é allora data da

2V/3
y(t) = —Lt cos(V/3t)
2V/3
cioé

1
T) = — log 2 cos(v/3 log z).
y(z) 2075 % ( g )

Pertanto l'integrale generale é dato da

Y (x) = Cy cos(V3logz) + Cysin(v/3logz) — log z cos(v/3log ).

1
2v/3
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Votazione

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.
1) Determinare, se esistono, i massimi e minimi relativi della funzione
flay) = |z|(z =y + V3).
Esistono massimi e minimi assoluti in IR??

2) Calcolare 'integrale doppio

1
dxd
//Dl+2x2+\/§y2 Y

1
dove D ¢ la parte interna all’ellisse di centro l'origine e di semiassi — e

V2

1
rispetto agli assi ¢ e y rispettivamente.
3 p g Yy 1isp
3) Risolvere il seguente problema di Cauchy

1 cos( = log z)
e



Svolgimento

1) La funzione é definita su tutto il piano IR?. I punti del tipo z = 0 sono da
studiare a parte perché annullano il valore assoluto e quindi si deve controllare
la derivabilita.

Discutendo il modulo si ottiene

fla,y)=z(x—y+v3) >0

flz,y) = —x(x —y+V3) =<0

Calcolando il gradiente nei punti x > 0 si ha

af af
29— o
. x y+\/§, ” x

da cui si ottiene la soluzione (0,v/3) che non pué essere accettata. La stessa
cosa succede per i punti z < 0.

A questo punto non rimane che studiare i punti x = 0. A tale scopo lo studio
del segno della funzione si rivela decisivo. Infatti si ha che f é nulla nei punti
delle rette z = 0 e y = z++/3, positiva nei punti del tipo y < z++/3 negativa
altrove. Si ottiene allora che i punti (0,y) cony > v/3 sono punti di massimo,
i punti (0,y) con y < v/3 sono punti di minimo e il punto (0,+/3) é un punto
sella. La funzione non ammette massimo e minimo assoluti poiché ad esempio
la restrizione ai punti dell’asse x fornisce

lim f(x,0) = to0.

r—+00

2) Operando il cambiamento di variabili x = \%Q cost, y = _4\}_59 sint si ottiene

D' ={(o,t):0<0<1 e0<t<2r}, infatti il dominio 222 4 /2 <
1 diventa 1 1
2§g2 cos®t + 92\/5— sint <1 e o* < 1.

V2

Poiché lo Jacobiano vale J = ﬁ;%g si ha

1 1 1 0 /27r
dxd t= d dt
//Dl+2x2+\/_y v= \/_\/_///1+QQQ \/5\75/0 1+9290

log 2.

1
= g |, T = T glen + =



3) Si tratta di un’equazione differenziale equidimensionale di Eulero, infatti molti-
plicando per x diventa
2,1 / 1 1
Yy +zy + —y = cos(—=logx) = > 0.
s

NZ3

Posto z = e! < logx =t si ha
(1) + ~y(t) = cos(—=1)
—y(t) = cos(—=t).
Y 7Y N

Considerando 'equazione omogenea associata y” + %y = 0 si ottiene che

I'equazione caratteristica é data da A2 +% =0 dacui A = j:i\/;. Le soluzioni

sono allora y = cos(\/igt), y = sin(\% ) e l'integrale generale risulta essere

1 1
C cos(—=t) + Cysin(—=t).

VT VT

Determiniamo ora una soluzione particolare dell’equazione completa. Poiché
\%ri é soluzione dell’equazione caratteristica si devono cercare soluzioni del
tipo
= At (Lt) + Bt sin(it)
Yy cos NG N
Eseguendo le derivate e sostituendo nell’equazione differenziale si ottiene A = 0
e B= ‘/TE La soluzione particolare é allora data da

y(t) = gt Sin(%t)
cioé ﬁl
2

Pertanto I'integrale generale é dato da

1
og x sin(—= log x).

y(z) = NG

1 1 1
Y (z) = C} cos(—=log x) + Cysin(—=log x) + VT log = sin(—= log z).

VT VT 2 VT



