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Votazione

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Studiare continuità, derivabilità e differenziabilità in (0, 0) della funzione

f(x, y) =


x4 + y4

x2 + y2
(x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0),

2) Risolvere la seguente equazione differenziale

y′′ + y = tan x.

3) Calcolare il seguente integrale curvilineo∫
γ

ds√
x2 + y2 + 5

,

dove la curva γ è il segmento di estremi (0, 0) e (1, 2).



Svolgimento

1) Cominciamo con lo studio della continutá nell’origine. Si deve calcolare il seguente
limite

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y).

Utilizzando le coordinate polari si ha

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
%→0+

%4 cos4 x + %4 sin4 x

%2(cos2 x + sin2 x)
≤ lim

%→0+
2%2 = 0.

la funzione risulta quindi continua nell’origine. Determiniamo ora le derivate
parziali, si ha

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

h4

h2
= 0

e
∂f

∂y
(0, 0) = lim

h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

h4

h2
= 0.

La funzione risulta essere derivabile parzialmente nell’origine con entrambe le
derivate nulle. Stabiliamo infine la differenziabilitá nell’origine. Applicando la
definizione di funzione differenziabile in (0, 0) si ha

f(x, y)− f(0, 0) =
∂f

∂x
(0, 0)x +

∂f

∂y
(0, 0)y +

√
x2 + y2ε(x, y).

Nel caso specifico otteniamo

x4 + y4

x2 + y2
=

√
x2 + y2ε(x, y)

da cui

ε(x, y) =
x4 + y4√

x2 + y2(x2 + y2)
.

A questo punto rimane solo da determinare se ε é un infinitesimo, quindi
calcoliamo il seguente limite, utilizzando le coordinate polari

lim
(x,y)→(0,0)

x4 + y4√
x2 + y2(x2 + y2)

= lim
%→0+

%4 cos4 x + %4 sin4 x

%%2(cos2 x + sin2 x)
≤ lim

%→0+
2% = 0.

2) Si tratta di un’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti. Studiamo
l’omogenea associata

y′′ + y = 0.



L’equazione caratteristica risulta essere

λ2 + 1 = 0

le cui soluzioni sono
λ = ±i.

Quindi l’integrale generale dell’equazione omogenea associata è

y(x) = C1 cos x + C2 sin x.

Determiniamo ora una soluzione particolare del tipo

y(x) = v1y1 + v2y2

con il metodo della variazione delle costanti. La matrice Wronskiana diventa

J =

 cos x sin x

− sin x cos x

 .

il cui determinante vale esattamente 1. Per cui si ottiene

v1(x) =

∫
− tan x sin xdx

e

v2(x) =

∫
tan x cos xdx.

Calcolando v1 si ottiene

v1(x) =

∫
− tan x sin xdx =

∫
−sin2 x

cos x
dx

=

∫
−1 + cos2 x

cos x
dx =

∫
− 1

cos x
dx +

∫
cos xdx

= − log(
1 + tan x/2

1− tan x/2
) + sin x,

avendo risolto il primo integrale con la sostituzione tan x/2 = t. Infine si ha

v2(x) =

∫
tan x cos xdx =

∫
sin xdx = − cos x.

Quindi un integrale particolare risulta essere

y(x) = v1y1 + v2y2 = − cos x log(
1 + tan x/2

1− tan x/2
).

In conclusione l’integrale generale dell’equazione differenziale è dato da

y(x) = C1 cos x + C2 sin x− cos x log(
1 + tan x/2

1− tan x/2
).



3) Una parametrizzazione della curva è data da{
x(t) = t
y(t) = 2t

con t ∈ [0, 1]. Dalla definizione di integrale curvilineo si ha∫
γ

ds√
x2 + y2 + 5

=

∫ 1

0

√
5dt√

5t2 + 5

=

∫ 1

0

1√
t2 + 1

dt.

Eseguendo la sostituzione √
t2 + 1 = t + x

si ottiene

t =
1− x2

2x

da cui

dt =
−x2 − 1

2x2
dx

e allora si ha ∫ 1

0

1√
t2 + 1

dt =

∫ √
2−1

1

−(x2 + 1)
1−x2

2x
+ x

1

2x2
dx

=

∫ √
2−1

1

−2x(x2 + 1)

1 + x2

1

2x2
dx

=

∫ 1

√
2−1

1

x
dx = − log(

√
2− 1).


