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Cognome Nome

Anno di corso Matricola

Votazione

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Studiare continuita, derivabilita e differenziabilita nell’origine della funzione

W) (o) £ (0.0
flayy =4 ©FY
0, (z,y) = (0,0)
2) Risolvere il seguente problema di Cauchy
y// 1
? B xlogx

con y(2) =1,9'(2) = 1.

3) Calcolare I'integrale doppio

1
// dxdy
D /36 — 22 —y?

dove D e la parte del piano interna alla curva di equazione

2+ 9% —6x =0.



Svolgimento

1) Controlliamo la continuta. Poiché si ha

sin(z%y®)| _ |2%y° _ 1
x2+y4 72 =1y
otteniamo che PP
im SR o r0.0),

(@y)—(0,0) x2 4 y*

Osservando che la funzione f ¢é identicamente nulla lungo gli assi cartesiani

si ottiene che
of of

5(0.0)=0= 8—y(o,0).

Studiamo infine la differenziabilita. Si deve calcolare
F(O+h,04k) — £(0,0) — 3£(0,0)h — 3L(0,0)k

lim
(h,k)—(0,0) Vh2+ k2
Y sin(h?k%) 1
11m .
(hk)—(0,00 h? + k* /h2 + k2

Poiché si ha
o< [sinE) 1 _ e 1 _ R
TRk VAR T R+ RV R T VR

allora la funzione risulta differenziabile.

2

2) Poniamo y' = z da cui y’ = 2’. Si ottiene allora

2 1 , 1
— = &2 = z
z wxlogx xlogx

che é un’equazione a variabili separabili. Quindi

dz dx

z  xlogx

da cui integrando
log |z| = log|logz| + C.
Posto C' =log K con K >0 siha

log |z| = log|log x| + log K < log |z| = log K|log x| < |z| = K|log z|.
Possiamo considerare z > 1. Dalle condizioni iniziali si ha che z > 0 e quindi

z=Klogz <y = Klogx



da cui integrando
y = K/logxdx = K(zlogx — x) + A.

Dalle condizioni iniziali si ha che

(2log2 —2)+ A

inoltre
y2)=1=

da cui si ricava la costante A.
e

3) L’insieme D ¢é la parte interna alla circonferenza di centro il punto (3,0)

raggio 3. Considerando le coordinate polari

xr = pcost, y = psint

si ha che il nuovo dominio D’ é dato da
<t < 0< o< 6cost

ro| 3

Y

| N

infatti
0? cos’t + o®sint — 6pcost < 0w p? < 6pcost < o < 6cost.

Si ottiene allora
//D mdmy:/ i \/%_gzdgdt

_ /_’5 dt/oﬁcost%_éﬂdgz _i[_m]SCOSt

_ /_ (—v/36 — 36 cos? t + \/%)dt:/_g(—6m+6)dt

67r—6/_g mdt_&r—(ﬁ/_ | sin ¢|dt

s
2

ISIE R
VB w3

Wl

[ME]

™

6 — 12/2 sintdt = 67 — 12.
0
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.
1) Studiare continuita, derivabilita e differenziabilita nell’origine della funzione

sin(z3y?)

oy ) g @VF00
0, (z,y) = (0,0)
2) Risolvere il seguente problema di Cauchy
y' _ cosx —sinz
y' sinx 4 cosx

cony(F)=19(3) =1

3) Calcolare I'integrale doppio

dxdy

==
D /4 —x? —y?
dove D e la parte del piano interna alla curva di equazione

2+ 9% —2x =0.



Svolgimento

1) Controlliamo la continutd. Poiché si ha

sin(z’y?) | _ |2%y° 3
4 2 | = 2 | — ||
Tzt +y Y
otteniamo che e
T T ST

(@9)—00) z* 4 y?
Osservando che la funzione f ¢é identicamente nulla lungo gli assi cartesiani
si ottiene che
of of

5,(0.0)=0= a—y(0,0).

Studiamo infine la differenziabilita. Si deve calcolare
. FO+h,0+k) — £(0,0) — 3£(0,0)h — 5£(0,0)k

(h,k)—(0,0) Vh? + k2
I sin(h3k?) 1
11m .
(hk)—(0,0) h*+ k% /B2 + k2

Poiché si ha
0 < sin(h3k?) 1
SRR VR R T MR VRZ LR ReVRE

allora la funzione risulta differenziabile.

31.2 3|1.2
K3k LN WO 1 [

2) Poniamo y' = z da cui y” = 2. Si ottiene allora

' cosx —sinx , COosT —sinx
— =& =—z

z SInx + Ccos T Sinx + cos T
che é un’equazione a variabili separabili. Quindi

dz cosx —sinz
— = dx
z sSilnx + CoSx

da cui integrando
log |z| = log|sinx + cos x| + C.

Posto C' =log K con K >0 si ha
log |z| = log | sin z+4-cos z|+log K < log|z| = log K|sin z+cos x| < |z| = K|sinz+cos z|.
Possiamo considerare 0 < z < 7. Dalle condizioni iniziali z > 0 e quindi

z=K(sinz + cosz) <y = K(sinz + cos )



da cui integrando
y = K(—cosx +sinz) + A.

Dalla condizione .
/
Bl
y'( 4)
si ottiene 1
K=—
V2
mentre dalla condizione
T
y(z) =1

siha A =1.
3) L’insieme D ¢ la parte interna alla circonferenza di centro il punto (1,0) e
raggio 1. Considerando le coordinate polari

xr = pcost, y=psint

si ha che il nuovo insieme D’ é dato da

——<t<— 0 < o< 2cost

2 2’
infatti
0®cos’t + o®sint — 2pcost < 0 e p* < 2pcost < o < 2cost.

Si ottiene allora
———dodt

[, o= |, i
P

_ / dt/%OSt\/idQ: ;[— 1
- [ VAT Vi - /j(—z\/mm)

= 7r—2/ \/l—COSQtdt:27r—2/ | sin t|dt
%

= 27?—4/
0

VB w\:a

w\:!

IR w\:\

sintdt = 27 — 4.
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.
1) Studiare continuita, derivabilita e differenziabilita nell’origine della funzione
sin(xy?)
[y =4 ©Fv
0, (z,y) = (0,0)

(z,y) # (0,0)

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy

y// B 1

y (14 z?)arctanz

con y(1) =1,¢/'(1) = 1.

3) Calcolare I'integrale doppio

1
// dxdy
D /16 — 22 — 3?2

dove D e la parte del piano interna alla curva di equazione

v? +y? — 4y =0.



Svolgimento

1) Controlliamo la continutd. Poiché si ha

g G I i 2|
5(76+y4 y4
si ha che e
sin(z°y") 0= £(0,0).

im
(@)—(0.0) 264y
Osservando che la funzione f ¢é identicamente nulla lungo gli assi cartesiani
si ottiene che
of of

5(0.0)=0= a—y(0,0).

Studiamo infine la differenziabilita. Si deve calcolare
) F(O+h,04k) — £(0,0) — 5£(0,0)h — GL(0,0)k
im

(h,k)—(0,0) Vh? + k2
Y sin(h?k%) 1
11m .
(hk)—(0,0) hS + k* /B2 + k2

Poiché si ha
o< sk 1 PR LR
TR R VR R T RS+ VR R T R

allora la funzione risulta differenziabile.

2) Poniamo y' = z da cui y” = 2. Si ottiene allora

! 1 1
S &2 = z
(1 + x2?)arctanx (1 + x?) arctan x

che é un’equazione a variabili separabili. Quindi

dz 1

z  (1+a?)arctanx

da cui integrando
log |z| = log | arctan x| + C.

Posto C' =log K con K >0 siha
log|z| = log | arctan z|+log K < log |z| = log K|arctan z| < |z| = K|arctan z|.
Possiamo considerare x > 0. Dalle condizioni iniziali z > 0 e quindi

2z = Karctanz < ¢y = K arctan



da cui integrando

x
14 22

K
Y= K/arctan xdr = Kx arctan x—K/ dr = Kx arctan T log(14+27)+A.

Dalle condizioni iniziali si ha

4 2
y(l)zlz—z——log2+A
T4 w

da cui si ricava la costante A.

3) L’insieme D ¢ la parte interna alla circonferenza di centro il punto (0,2) e
raggio 2. Considerando le coordinate polari

xr = pcost, y = psint
si ha che il nuovo insieme D’ é dato da
0<t<m 0<p<4sint
infatti
0?cos’t + p?sint — dpsint < 0 < 92 < 4psint < p < 4sint.
Si ottiene allora

dodt

W v W =
x f— _—
D /16 — 22 — y? Y D' /16 — ¢?
4sint

T 4sint T
0
- dt/ — = dp= —/16 — o2
/0 o= | Ié
— / (—\/16—16sin2t+\/zl)dt:/ (—4V/'1 —sin?t + 4)dt
0 0

= 47r—4/ \/l—sin2tdt:47r—4/ | cost|dt = 47 — 8.
0 0
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.
1) Studiare continuita, derivabilita e differenziabilita nell’origine della funzione

sin(zy®)

, (z,y) #(0,0)
4 + yﬁ
flay) =9 °
0, (z,y) = (0,0)
2) Risolvere il seguente problema di Cauchy
/"
% = —tanx

cony(F) =19 (%) =1

3) Calcolare I'integrale doppio

dxdy

==
D /4 —x? —y?
dove D e la parte del piano interna alla curva di equazione

2y —2y=0.



Svolgimento

1) Controlliamo la continutd. Poiché si ha

sin(z'y®)| _ |2y’ 5
334 +y6 1'4 - ‘y |
si ottiene s
SI@Y) o 40.0),

im
(@y)—00) z* 4 y°
Osservando che la funzione f ¢é identicamente nulla lungo gli assi cartesiani
si ottiene che
of of

7500 = 0=5(0,0).

Studiamo infine la differenziabilita. Si deve calcolare
) F(O+h,04k) — £(0,0) — 5£(0,0)h — 3L(0,0)k
im
(h,k)—(0,0) vVh?+ k2
, sin(h*k®) 1
= 1m .
(hk)—(0,0) h*+ k6 /B2 + k2
Poiché si ha
0< sin(h4k5) 1 h*kd 1 < |l<;5|h4 g4
TR RS VRE R TR RS VR R T VR

allora la funzione risulta differenziabile.

2) Poniamo y' = z da cui y” = 2'. Si ottiene allora

/' —sinx , —sinz
— = S z
2 cos T cos

che é un’equazione a variabili separabili. Quindi

dz —sinzx
— = dx
z CcoS T

da cui integrando
log |z| = log| cosz| + C.

Posto C' =log K con K >0 si ha
log |z| = log|cosz| +log K < log |z| = log K| cosz| & |z| = K| cosx|.
Possiamo considerare 0 < z < 7. Dalle condizioni iniziali z > 0 e quindi

z2=Kcosx <y = Kcosx



da cui integrando
Yy = K/cosxdx = Ksinz + A.

Dalle condizioni iniziali si ottiene

K=v2 A=0.

3) L’insieme D ¢ la parte interna alla circonferenza di centro il punto (0,1) e
raggio 1. Considerando le coordinate polari

xr = pcost, y=psint
si ha che il nuovo insieme D’ é dato da
0<t<m 0<p<2sint
infatti
0?cos’t + o®sin’t — 2psint < 0 < p* < 2psint & p < 2sint.
Si ottiene allora

dodt

1 0
—————dxdy = —_—
//D\/4—1‘2—y2xy / D \/4— 0®

T 2sint s
0 2sint
= dt/ o= | [-V/4-¢
[a ] - [ 2
= /(—\/4—4sin2t+\/1)dt:/ (—2V/1 —sin®t + 2)dt
0 0
= 27?—2/ \/1—Sin2tdt—27r—2/ | cost|dt = 2 — 4.
0 0



