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Cognome Nome

Anno di corso Matricola

Votazione

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Determinare i massimi e minimi assoluti della funzione
flx,y) =3z +2V3y+1

sulla curva di equazione
922 4 4y* = 36.

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy
P Y _
con y(1) = 1.

3) Determinare I'integrale curvilineo della forma differenziale lineare
T T 2z
w= (%’ + \/§\y|> dx + <7T log(zy) + 5 + %) dy

sulla curva v data da
20 + 2% —dx — 4y +3=0

orientata in senso antiorario.



Svolgimento

1) La curva é lellisse di centro l'origine e di semiassi 2 e 3 rispettivamente. Infatti
si ha
22 P
9x2+4y2:36¢)z+§:1

e quindi una rappresentazione parametrica é data da
xr =2cost, y=3sint t € [0,2n].

Per il teorema di Weierstrass esistono sicuramente i massimi e i minimi assoluti
perché si tratta di una funzione continua su un insieme compatto. Possiamo
allora studiare la funzione ristretta alla curva ottenendo

f(t) = 6cost +6V3sint +1 t € [0,2n].

A questo punto lo studio procede come per la determinazione dei massimi e
minimi per funzioni di una variabile. Si ha

f'(t) = —6sint + 6v/3cost = 6(—sint + V3 cost)

e quindi

4
f’(t):O@sint:\/gcost@tant:\/g(:)t:g, t:?ﬂ

f'>0< tant < V3.

. el e s o 4
[ punti critici risultano allora t = %, ¢ = =F

I’estremo t = 0 si ottengono le coppie

3v/3 3v/3

(2’0)7 (17 9 ) ( 1 _T)

da cui, considerando anche

Calcolando il valore della funzione si ha

£(2,0)=17, f(1, i) =13, f(-1 —M) = —11.

[ punti (1, %3) e (—1, —%g) sono allora il massimo ed il minimo assoluti
rispettivamente.
2) Siha

y =—=+y



che é una equazione differenziale di Bernoulli. Possiamo considerare x >
0. Dividiamo allora per y*? ottenendo

_ 1 _
y'y 3/2 _ _Ey 12 4 q

Poniamo
by = y71/2 o o = _; —1/2— 1y’
e sostituendo si ha
N
2T 2

che é una equazione differenziale lineare del primo ordine. Utilizzando la
formula risolutiva troviamo

2= el 2 [/—%e_f 207 1 C} — e3losw {/ —%e_élogmdx +C

1 g2t
T 1
2—5+1

— V[ ~5—da+ C) = vl +C

2\

B /2 i 1/2
= \/E[—l/Q—lm 40 = 1/2_1x+C’\/_
Quindi
e 1/2
Yy 1/2_1x—|—C’\/—
da cui 1/
y=(1/2_1x+0\/5)—2:(—a;+0\/§)—2

Dalla condizione iniziale si ha
yH)=1=(-1+0)?= (C-10 °=1<C=0,C=2.

Il valore C'= 0 si deve scartare perché risulta

z :y’1/2 = -

che ¢ un valore negativo mentre la funzione z ¢ positiva.

3) La forma differenziale lineare risulta definita nel primo e nel terzo quadrante
aperti. La curva v su cui si deve calcolare 'integrale curvilineo é una circon-
ferenza di centro il punto (1,1) e raggio \/Li Si trova quindi tutta immersa
nel primo quadrante che é un insieme convesso. La forma w ¢ chiusa in tale

insieme infatti considerando y > 0
ox T OY
»f'_
8y x
Pertanto in tale insieme risulta anche esatta. L’integrale curvilineo risulta
quindi uguale a zero poiché la curva data é chiusa.
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Determinare i massimi e minimi assoluti della funzione
flzyy) =mx+3y+1

sulla curva di equazione
22?4+ 9y* = 9n°.

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy
zy = y(zvy? = 1)
con y(1) = 2.

3) Determinare I'integrale curvilineo della forma differenziale lineare

w = <\/§y + |y|> dr + (\/glog(xy) +1+ %) dy

x
sulla curva v data da
20 + 22 +4x + 4y +3=0

orientata in senso antiorario.



Svolgimento

1) La curva é lellisse di centro l'origine e di semiassi 3 e 7 rispettivamente. Infatti
si ha
22y
2t + 9 =9t -+ =1
9 72

e quindi una rappresentazione parametrica é data da
x =3cost, y=msint t € [0,27].

Per il teorema di Weierstrass esistono sicuramente 1 massimi e i minimi assoluti
perché si tratta di una funzione continua su un insieme compatto. Possiamo
allora studiare la funzione ristretta alla curva ottenendo

f(t) =3mcost+3mwsint +1 t € [0,2n].

A questo punto lo studio procede come per la determinazione dei massimi e
minimi per funzioni di una variabile. Si ha

f'(t) = =3msint + 3w cost = 3m(—sint + cost)

e quindi

5
f’(t):0<:>sintzcost<:>tant:1<:>t:%, t:zﬂ

f'>0%< tant < 1.

I punti critici risultano allora ¢t = %, ¢t = %’“

I’estremo t = 0, si ottengono le coppie

.0, A2 T2 (B2 T

Calcolando il valore della funzione si ha

£(3,0) =37 +1, f(M M)_z’) V2+1, f(—ﬁ —”TQ)z—z)m/iH.

da cui, considerando anche

I punti (%ﬁ, %5) e (—%, —”\Tﬁ) sono allora il massimo ed il minimo assoluti

rispettivamente.

2) Si ha, considerando = > 0

y/ _ _g + y7/4
xXr

che é una equazione differenziale di Bernoulli. Dividiamo allora per y7/* ot-
tenendo

_ 1
y'y T = ——y 3/4 4 .



Poniamo

3
=y G = By

e sostituendo si ha
g_3,_3
Cdx” 4
che é una equazione differenziale lineare del primo ordine. Utilizzando la

formula risolutiva troviamo

2= el axde [/—%efﬁvdzd:c + C} — eilosz {/ —Zeilogzd:c +C

3
-in

1
= £B3/4[/—§—d$+0] = :173/4[—% +C]

T
4 23/ -$+1

x3/4[—3/4 x4 O] 3/4 x4 Ca/4,

3/4—1 T 3/4—1
Quindi
3/4
~3/4 _ 3/4
y 371 1x—|—C:c

da cui

y=( 3/4 z+ Cx¥/*) ™3 = (=3z 4 Cz3/*)=4/3

3/4—1 '

3) La forma differenziale lineare risulta definita nel primo e nel terzo quadrante
aperti. La curva v su cui si deve calcolare I'integrale curvilineo é una circon-
ferenza di centro il punto (=1, —1) e raggio \/Li Si trova quindi tutta immersa
nel terzo quadrante che é un insieme convesso. La forma w ¢é chiusa in tale
insieme infatti considerando y < 0

0X V3 oY

— =——-1=—.
dy x ox

Pertanto in tale insieme risulta anche esatta. L’integrale curvilineo risulta

quindi uguale a zero poiché la curva data é chiusa.
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Determinare i massimi e minimi assoluti della funzione
flz,y) = V3x + 7y +1

sulla curva di equzione
32?2 + 7%y? = 3n%

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy
vy +y(1—xv/y?) =0
con y(1) = 3.

3) Determinare I'integrale curvilineo della forma differenziale lineare
y T
w= Tl +y | de+ <log(:vy) + il |$|> dy
sulla curva v data da

20% + 2y —8x — 4y +9=0

orientata in senso antiorario.



Svolgimento

1) La curva é lellisse di centro l'origine e di semiassi 7 e /3 rispettivamente.

Infatti si ha
22 g
3x2—|—7r2y2:37r2<:>—2+—:1
T 3

e quindi una rappresentazione parametrica é data da
x =mcost, y=+3sint t € [0,27].

Per il teorema di Weierstrass esistono sicuramente 1 massimi e i minimi assoluti
perché si tratta di una funzione continua su un insieme compatto. Possiamo
allora studiare la funzione ristretta alla curva ottenendo

f(t) = V3mcost +V3rsint +1 t € [0, 27].

A questo punto lo studio procede come per la determinazione dei massimi e
minimi per funzioni di una variabile. Si ha

f'(t) = =V3wsint + V3w cost = V3r(—sint + cost)
e quindi
om

['(t) =0 sint = —lei=G 1=
= smt—cost<:>tant—1<:>t—z,t—z

f'>0%< tant < 1.
I punti critici risultano allora ¢t = %, ¢t = %’“

I’estremo t = 0, si ottengono le coppie

oy (P50, TR

Calcolando il valore della funzione si ha

F(r,0) = f+1f(“fff) TV3V2EL, f( ”f V32 mra

da cui, considerando anche

I punti (#, @) e (—%ﬁ, —@) sono allora il massimo ed il minimo
assoluti rispettivamente.

2) Si ha, considerando = > 0

y/ _ _g + y5/2
xXr

che é una equazione differenziale di Bernoulli. Dividiamo allora per y°/? ot-
tenendo

_ 1
Yy~ = ——y 3/2 4 .



Poniamo

5= y*3/2 o o = _gys/zly/
e sostituendo si ha
, 3 3

2 =—z

2z 2
che é una equazione differenziale lineare del primo ordine. Utilizzando la
formula risolutiva troviamo

2= el 2xde [/—;efidzd:c + C} — g3 losw {/ —geglogzd:c +C
-2+1

T
3
—3+1

1
= :1:3/2[/—§—dx+0]::v3/2[—g +C]

21-3/2

x3/2[—3/2 3t 4+ () 3/2 x + Cx®2.

3/2—1 T 3/2-1
Quindi
3/2
-3/2 _ 3/2
Yy —3/2 — % +Cx
da cui
v = (L2 O = (3 4 €y
3/2— 1 ‘

3) La forma differenziale lineare risulta definita nel primo e nel terzo quadrante
privati dell’asse y. La curva v su cui si deve calcolare 'integrale curvilineo é
una circonferenza di centro il punto (2,1) e raggio \/LE Si trova quindi tutta
immersa nel primo quadrante che é un insieme convesso. La forma w é chiusa
in tale insieme infatti considerando x > 0

0ox 1 oY
— =—+1=—
oy «x ox

Pertanto in tale insieme risulta anche esatta. L’integrale curvilineo risulta

quindi uguale a zero poiché la curva data é chiusa.
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Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Determinare i massimi e minimi assoluti della funzione
flz,y) =524+ V3y +1

sulla curva di equazione
2527 + y* = 25.

2) Risolvere il seguente problema di Cauchy
vy = —y(l - zy/y)
con y(1) = 4.

3) Determinare I'integrale curvilineo della forma differenziale lineare

w= <|\/_73’y + y) dx + (\/glog(xy) + 7+ |x|> dy

sulla curva v data da
202 + 2y — 4z —8y+9=0

orientata in senso antiorario.



Svolgimento

1) La curva é ellisse di centro l'origine e di semiassi 1 e 5 rispettivamente. Infatti
si ha
y?
251:2+y2:25<:>:c2+%:1

e quindi una rappresentazione parametrica é data da
r =cost, y=>5sint t € [0,2n].

Per il teorema di Weierstrass esistono sicuramente 1 massimi e i minimi assoluti
perché si tratta di una funzione continua su un insieme compatto. Possiamo
allora studiare la funzione ristretta alla curva ottenendo

f(t) = 5cost +5V3sint +1 t € [0, 2n].

A questo punto lo studio procede come per la determinazione dei massimi e
minimi per funzioni di una variabile. Si ha

f'(t) = —=5sint + 5v/3cost = 5(—sint + v/3cost)

e quindi

f’(t):0<:>sint:\/§cost<:>tant:\/§<:>t:%, t=—

f'>0< tant < V3.

I punti critici risultano allora t = %, t = %’“

I’estremo t = 0, si ottengono le coppie

10, (172,208 (2172, 203

da cui, considerando anche

Calcolando il valore della funzione si ha

5v/3 5V/3
FL0) =6, J(1/2,25%) =11, f(-1/2,-22%) = =9,

I punti (1/2, %5) e(—1/2, _%g) sono allora il massimo ed il minimo assoluti
rispettivamente.

2) Si ha, considerando = > 0
/ )

— Y
xT

Y

che é una equazione differenziale di Bernoulli. Dividiamo allora per y°/* ot-
tenendo

_ 1
Yy =54 = ——y /4 4 q.



Poniamo

o y*1/4 o o = _iy1/41y/
e sostituendo si ha . .

/
2 =—2z—-
dx 4
che é una equazione differenziale lineare del primo ordine. Utilizzando la
formula risolutiva troviamo

1 1 1 1 ]_ 1
2= el wde [/—Zefélwdzd:c + C} — e los® {/ —Z—le’Zlogzd:c +C

— mm[/_iﬁdijC] _ 551/4[_}1:1;%4:11 o
x1/4[%x1+1 e/ = 1/1% ot oy
Quindi
y71/4 _ %x + Ot/
da cui 14 1
v=lg gt O™ = (—gz + Ca) ™

3) La forma differenziale lineare risulta definita nel primo e nel terzo quadrante
privati dell’asse y. La curva v su cui si deve calcolare 'integrale curvilineo é
una circonferenza di centro il punto (1,2) e raggio \/LE Si trova quindi tutta
immersa nel primo quadrante che é un insieme convesso. La forma w é chiusa
in tale insieme infatti considerando x > 0

0X V3 oY

— =—+1=—.
dy x ox

Pertanto in tale insieme risulta anche esatta. L’integrale curvilineo risulta

quindi uguale a zero poiché la curva data é chiusa.



