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Votazione

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Studiare l’esattezza della forma differenziale lineare

ω(x, y) =
y + x

x2 + y2
dx+

y − x
x2 + y2

dy

nel suo dominio di definizione. Calcolare poi l’integrale curvilineo sulla
frontiera del quadrato di vertici (0, 1), (0, 2), (1, 2), (1, 1).

2. Calcolare ∫ ∫
T

x+ 2y

x2 + y2
dxdy

dove T é la regione del piano compresa tra le circonferenze centrate
nell’origine e di raggi 1 e

√
3.

3. Trovare la soluzione del problema di Cauchy{
2x(1 + x2)y′ − 4y + y2 = 0
y(1) = 1.
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Svolgimento

1. La forma differenziale lineare é ben definita nell’insieme IR2\{(0, 0)}. Con-
trolliamo se la forma differenziale é chiusa. Si ha

∂X

∂y
=
x2 + y2 − 2y(y + x)

(x2 + y2)2
=
x2 − y2 − 2xy

(x2 + y2)2
=
∂Y

∂x

e quindi la forma é chiusa. Per controllare l’esattezza calcoliamo l’integrale
della forma differenziale lineare su una curva chiusa che circonda l’origine
ad esempio γ(t) = (cos t, sin t) t ∈ [0, 2π]∫

γ

y + x

x2 + y2
dx+

y − x
x2 + y2

dy =
∫ 2π

0
(sin t+ cos t)(− sin t) + (sin t− cos t) cos tdt

=
∫ 2π

0
(− sin2 t− sin t cos t+ sin t cos t− cos2 t)dt = −

∫ 2π

0
dt = −2π.

La forma differenziale lineare quindi non é esatta. Considerando poi
il semipiano y > 0, l’integrale curvilineo viene zero, essendo ω esatta
perché chiusa in un insieme convesso.

2. Usando le coordinate polari il dominio T diventa

T ′ = {1 ≤ % ≤
√

3, 0 ≤ t ≤ 2π}.

Allora ∫ ∫
T

x+ 2y

x2 + y2
dxdy =

∫ ∫
T ′

% cos t+ 2% sin t

%2
%d%dt

=
∫ ∫

T ′
(cos t+ 2 sin t)d%dt =

∫ √3

1
d%

∫ 2π

0
(cos t+ 2 sin t)dt

= (
√

3− 1)[sin t− 2 cos t]2π0 = 0.

3. Possiamo scrivere

y−2y′ =
2y−1

x(1 + x2)
− 1

2x(1 + x2)
.

Ponendo y−1 = z si ha −y−2y′ = z′ e quindi otteniamo

−y−2y′ = − 2y−1

x(1 + x2)
+

1

2x(1 + x2)
⇔ z′ = − 2z

x(1 + x2)
+

1

2x(1 + x2)
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che é un’equazione lineare. Dalla formula risolutiva si ha

z = e
−

∫
2

x(1+x2)
dx

[
∫ 1

2x(1 + x2)
e
∫

2
x(1+x2)

dx
dx+ C].

Calcoliamo ora l’integrale considerando x > 0

∫ 1

x(1 + x2)
dx =

∫ 1 + x2 − x2

x(1 + x2)
dx =

∫
(
1

x
− x

1 + x2
)dx = log x−1

2
log(1+x2).

Allora

z = e−2(log x− 1
2

log(1+x2))[
∫ 1

2x(1 + x2)
e2(log x− 1

2
log(1+x2))dx+ C]

= elog 1+x2

x2 [
∫ 1

2x(1 + x2)
e
log x2

1+x2 dx+ C] =
1 + x2

x2
[
∫ 1

2x(1 + x2)

x2

1 + x2
dx+ C]

=
1 + x2

x2
[
1

2

∫ x

(1 + x2)2
dx+ C] =

1 + x2

x2
[− 1

4(1 + x2)
+ C]

= − 1

4x2
+ C

1 + x2

x2

da cui

y =
x2

−1
4

+ C(x2 + 1)
.

Imponendo la condizione iniziale otteniamo

y(1) = 1 =
1

−1
4

+ 2C
⇔ 1 = −1

4
+ 2C

da cui

C =
5

8
.
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