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Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Calcolare 'integrale

/ / /E \/:ZUZ_TQZJz dzdydz

dove
E={(z,9,2) € R*:1<2®+y* <4, 0<2<2—/4—a? -y},

2. Stabilire se il campo vettoriale

e¥ e¥ .
Qz,y,2) = (2zy 4+ cos z,2° — —, — — wsinz)
z' z
é conservativo sul semispazio z < 0 ed in caso affermativo determinare
i potenziali.

3. Trovare la soluzione del problema di Cauchy

xy” . 5y/ + %y — mz
y(1) =0
y'(1) =1,



Svolgimento

1. Usando le coordinate cilindriche

T = pcost
y = osint
z=z.

si ha che insieme E si trasforma nell’insieme E’ definito da

1<0<2, 0<t<2m, 0<2<2—/4—0%

Allora otteniamo
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2. Il campo vettoriale é ben definito nel semispazio z < 0 che risulta con-
vesso. Controlliamo se la forma differenziale associata é chiusa, si ha

0X oY
dy ox
0X ) 07z
— = —sinz = —
0z ox
oy e 07
0z 22 0Oy
quindi la forma é chiusa percio6 é esatta perché definita sul semispazio.
Calcoliamo ora una primitiva F. Deve risultare %—5 = 22y +cosz e

quindi
F(z,y,2) = /(2:1:3/ + cos 2)dxr = x*y + xcos z + Oy, 2).
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Derivando rispetto a y otteniamo
or  , 0C 5, ¢

T Ty T T

da cui 50 y y
e e

e quindi
Yy
F(x,y,2) = 2°y + xcos z — < +g(2).
z

Infine, per determinare g,

or - e¥ L g(2) ey )
— = —zxsinz+ — z)=— —xsinz
0z 29 z2
da cui
g(z)=0<g(z) =c
Quindi
oY
F(z,y,z) = 2*y+xcosz — — +c.
z

3. Moltiplicando per x otteniamo
$2y// . 5.%@/ + 8y — $3

che é un’equazione equidimensionale di Eulero. Ponendo x = ¢! si ha
I’equazione
" / 3t
Yy =6y +8y =-e".

Consideriamo l’equazione omogenea. L’ integrale generale é
y = Cre + Che?.

Per la soluzione particolare, utilizzando i metodi standard con [((t) =
e3!, si ottiene I'integrale particolare y = —e3. Quindi I'interale generale
dell’equazione assegnata risulta

01374 -+ 021’2 — 1’3.

Dalle condizioni iniziali si ottiene infine

y =2t —a®.



